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Introduccion a ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden

Objetivo

En estas notas pretendemos dar una visién panoramica a las ecuaciones en de-
rivadas parciales, enfocandonos principalmente en el estudio de las ecuaciones li-
neales basicas de segundo orden. Presentamos al lector el método de separacién
de variables como una técnica util para su resolucion cuando el dominio de las varia-
bles independientes presenta una geometria rectangular. Como apoyo, se presentan
tres applets, construidos por el autor, para discutir las diferencias en la expansion de
Fourier par e impar asi como para simular las soluciones a algunos ejercicios pro-
puestos para la ecuacion de calor y la ecuacién de onda. Todo ello con el fin de que
el lector pueda practicar con ellas y obtener un mejor entendimiento de los términos
en cada ecuacioén asi como la importancia de las condiciones iniciales y de frontera
en la solucién.

1. Introduccion

En los temas previos a esta seccion se revisaron a detalle las ecuaciones dife-
renciales ordinarias donde existen solo dos variables, una dependiente de la otra y
que satisfacen una ecuacion donde intervienen derivadas totales de una respecto a
la otra. Por ejemplo,

dv o d*u

d
priale + v 4 R = 0.

dx? dx

En este tipo de ecuaciones, la variable independiente es una coordenada espacial,
x 0 una coordenada temporal t, pero no ambas, como se aprecia en los ejemplos
anteriores. Estas ecuaciones tienen una familia de soluciones cuando no se les im-
pone una restriccidon extra, pero si se prescribe una condicién inicial o de frontera, la
solucion es unica.

Es inmediato ver que en la naturaleza pueden existir fendmenos que no se pue-
den modelar solo con ecuaciones diferenciales ordinarias, por ejemplo, al analizar el
flujo de gases en una tuberia debemos considerar varias variables independientes
como las tres coordenadas espaciales y una temporal. Mientras que también po-
demos tener mas de una variable dependiente, como la temperatura, densidad de
masa, energia, etc. El numero de estas variables dependientes e independientes se
reduce al asumir hipétesis extras en el modelo como, por ejemplo, la forma de la
tuberia, homogeneidad en la densidad y/o flujo del gas, etc.

Al modelar fendmenos donde existen mas de una variable independiente, por
ejemplo x y t y una variable dependiente, digamos u, debemos usar derivadas par-
ciales de u respecto a las variables independientes para modelar razones de cambio.
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2. Definicidn y clasificacion de ecuaciones en derivadas parciales

Llamamos ecuacion diferencial en derivadas parciales a una ecuacion satisfecha
por una o varias derivadas parciales de la variable dependiente; por ejemplo

ou ou 0%u 1 0%u 0w Ou 0%u
Vo Tl =% Vo 2= Y %" Dyar T

entre otras. Al igual que en el caso de ordinarias, para cada ecuacion en deriva-
das parciales puede existir una familia de soluciones, pero al imponer condiciones
iniciales o de frontera adecuadas al problema podemos tener solucién unica. Estas
condiciones se imponen sobre un dominio adecuado al problema a estudiar, que son
los valores de las variables independientes donde la ecuacion diferencial parcial es
valida.

0,

Ejercicio: Observa que si no consideramos condiciones iniciales ni de fron-
tera, las funciones u = e**' y v = 3™ son soluciones a la ecuacion c),
mientras que u = (z — ct)? y v = arctan(z — ct) son soluciones a la ecuacién
b). ¢ Puedes encontrar al menos dos soluciones para cada ecuacion restante?

Antes de estudiar cobmo resolver este tipo de ecuaciones, vale la pena hacer
algunas aclaraciones sobre nomenclaturas y clasificaciones.

= Orden de una ecuacion: Diremos que una ecuacién es de orden n si el mayor
orden de derivaciéon en u respecto a todas las variables independientes es n.
Por ejemplo, la ecuacion del inciso d) es de orden 2 mientras que la ecuacion
del inciso a) es de orden 1.

= Grado de una ecuacién: Llamaremos grado de una ecuacién a la potencia
mas alta a la que este elevado el término de mayor orden. Por ejemplo, todas
las ecuaciones de los incisos a) al d) son de grado 1.

La clasificacion usual para una ecuacion en derivadas parciales es en base al grado
y se acostumbra:

= Ecuacién lineal: es aquella donde u y todas sus derivadas parciales tienen
grado 1y los coeficientes que acompafian a estas derivadas solo dependen
de las variables independientes. Cualquier ecuacién vista hasta ahora entra
en esta clasificacion.

= Ecuacioén lineal: Aquella que no es lineal, por ejemplo:

@—@_SW\() o %2_ @2—
o022 oz o\Uh oz ot ) — "

Dentro de estas, encontramos a un tipo particular llamado:
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—Ecuaciones cuasilineales que son ecuaciones de grado 1 (la potencia a la
cual se eleva la derivada de orden mayor es 1) pero los términos con orden
de derivacién menor son términos no lineales en u (potencias, exponenciales,
funciones trigonométricas, etc). Por ejemplo,

0%u ou

Froie sm(u)a = 0.

Las ecuaciones con mas aplicaciones en la ingenieria resultan ser las de primer
y segundo orden de derivacion. El caso de las ecuaciones en derivadas parciales
lineales de segundo orden existe una clasificacion mas. Para ello considere la forma
mas general que puede tener una ecuacion de este tipo. Asumamos que u sigue
siendo la variable independiente pero las variables independientes se denotan por

1Y Xo:

9%u 52u 0%u ou Ou
gu ~_4+F —— 5] =0 (1
a(i[}l,l’g)ax% -+ b(l’l,fﬂQ)axle —+ C(xbeQ)am% + (l’l,fﬂg,u, 81'1’ 81'2) 0 ( )

Para esta ecuacion llamaremos discriminante de la ecuacion diferencial parcial a
A = b? — 4ac. Diremos que la ecuacion (1) es una ecuacion:

= hiperbdlica si A > 0,
= elipticasi A <0,0
= parabdlica si A =0,

en todo el dominio de las variables independientes.

Ejercicio: Debido a su utilidad y amplio estudio, las siguientes ecuaciones
tienen nombres propios:

0*u  0%u
., _ 0u u
1. Ecuacion de Onda: ¢ 5 o 0.
*u  Ou
2. E i6 lorr k—— — — =0.
cuacion de Calor: 92 B 0
2 2
3. Ecuacion de Laplace: % + % = 0.

De acuerdo al determinante, ¢ en qué clasificacion entra cada una de ellas?

2.1. Ecuaciéon de Onda

En esta subseccion presentaremos la ecuacion de onda como una ecuacion en
derivadas parciales usada para modelar el movimiento en una cuerda vibrante. Para
ello pensemos que deseamos modelar una cuerda de longitud L atada en los extre-
mos a la misma altura. Usaremos la variable u para denotar la altura respecto a la

3
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Figura 1 Esbozo de cuerda de longitud L sujeta en los extremos.

horizontal de equilibrio; x denotara la distancia sobre la horizontal de equilibrio y ¢
la variable temporal. Es inmediato que las restricciones sobre las variables indepen-
dientes seran

O<zxz<L vy t>0, (2)

pues nos interesa saber como es el desplazamiento vertical u(x, t) de la cuerda para
tiempos posteriores al inicial. Ademas, al estar sujeta por los extremos, es inmediato
que el desplazamiento vertical en los extremos es cero para todo tiempo, es decir,

u(0,t) =u(L,t) =0, paratodo ¢t > 0.

Como el principio basico que rige la dinamica de la cuerda vibrante es la segunda
ley de Newton, necesitamos establecer condiciones iniciales en la posicion v y en el
momento Ju/0t.

aU(x,O) = f(x), odo 0 .
U para todo < x < L.
57 (%:0) = g().

Ahora, ¢qué ecuacion debe satisfacer u(z,t) cuando 0 < x < Lyt > 0? Para
simplificar el problema, ignoremos la fuerza gravitacional sobre la cuerda y pense-
mos que el desplazamiento vertical u(x, t) solo se ve afectado por la “curvatura” de la
cuerda y que sigue la segunda ley de Newton. Es decir, la aceleracién vertical 8;7;‘ de
un punto x al tiempo t sobre la cuerda es proporcional a la curvatura « de la cuerda
en ese instante, es decir

2 9%u
8—7; x K(z,t) = %. (3)
ot (1+ (a_z) )3/2
Para simplificar esta expresion haremos una hipotesis extra: asumiremos que la
cuerda es homogeneamente extensible, es decir, el cambio de la longitud de la curva
respecto a la longitud horizontal de equilibrio es una constante, digamos « > 0. En
ecuaciones, esto se traduce en

Os(w,t) ou 2_
or 1+(%) -

donde s(z,t) representa la longitud de la cuerda al tiempo ¢ en la posicion z. Al
sustituir esta hipotesis en (3) tenemos
Pu 0%

otz " 9x2’
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con k? es una constante de proporcionalidad. Como « tiene unidades de distancia
al igual que z y ¢ es una variable temporal, concluimos que k! tiene unidades de
velocidad. Es usual denotar a k' como c. Con todo lo anterior, el problema de la
cuerda vibrante fija en los extremos y con una forma inicial f(x) se modela por el
sistema:

( 0%u 1 0%u
- T2 L
5 2o 0, paratodo t>0,y0<z<IL,
g—?(x, 0) =g(z), paratodo 0<z <L, (4)
u(z,0) = f(x), paratodo 0<z <L,
(u(0,t) =u(L,t) =0, paratodo t> 0.

Esta ecuacidén se conoce como ecuacion de onda con condiciones de Dirichlet
homogéneas. Observa que en el sistema anterior muchas variantes pueden existir,
por ejemplo

= Al asumir aceleraciones F'(z,t) debidas a agentes externos, la ecuacion se

modificara a
Pu 1 0%
3 EaE F(z,t), paratodo t>0,y0<z<L.

Al término F' se le conoce como termino forzante, o fuente.

= Si el dezplazamiento vertical en algun extremo, por ejemplo el derecho, sigue
una funcioén f,(t), la condicion de frontera en ese extremo debe cambiar a

u(L,t) = fq(t), paratodo t>0.

= Si alguno de los extremos se mantiene libre (por ejemplo un latigo), digamos
el extremo izquierdo, la condicién de frontera «(0,t) = 0 debe cambiarse por

ou
—(0,t) = t t>0.
&v(o’ )=0, paratodo t>0

= Si se considera que la variable independiente = puede tomar cualquier valor
real (dominios no acotados), entonces las condiciones de frontera no son nece-
sarias pero se mantienen las condiciones iniciales. Las soluciones fisicamente
aceptables son aquellas cuya energia es finita.

La ecuacién de onda se generaliza para casos donde existen mas de una dimen-
sion espacial. Por ejemplo, en dos y tres dimensiones espaciales, la ecuacién de
onda es:

@4_@ 182u_ 82u+82u+82u _l@
ox?  Oy? ox?  0y? 022 c? Ot?

2ot

=0,
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respectivamente. Son ampliamente usadas para modelar la propagacién de ondas
en peliculas delgadas o en cuerpos tridimensionales. El término entre paréntesis se
le conoce como el laplaciano y se denota por Au, V - Vu 0 en algunos casos por
VZ2u.

Ejercicio: Si en la deduccion de la ecuacion de Onda no asumes la condicidn
de extensibilidad homogénea, ;Qué ecuacion resultante tendras? ¢ Esta es
una ecuacion lineal, cuasilineal o en general no lineal?

2.2. Ecuacion de Calor

Al igual que en el caso de la ecuacion de onda, la ecuacion de calor se obtiene
al modelar la evolucion de la temperatura en una barra cilindrica de longitud L y
seccion transversal A. Si x denota la longitud sobre el eje del cilindro y ¢ el tiempo,
la restriccion del dominio es (2), como antes. .

Denotemos por u(x,t) y ¢(x,t) a la temperatura y el flujo de calor normal, res-
pectivamente, en cualquier punto de la seccién transversal A a una distancia x del
extremo izquierdo de la barra al tiempo t. Asumamos que la barra esta aislada tér-
micamente por su superficie lateral, es decir, la barra solo puede intercambiar calor
en las tapas de los extremos.

Consideremos un pequefio cilindro contenido entre las secciones transversales
a posiciones z y x + h donde h << 1 tal que la temperatura en cualquier punto de
este cilindro la podemos asumir constante. Por definicion, el calor especifico £ de un
material es la razén de cambio de la cantidad de calor Q por unidad de masa respecto
a la temperatura. Entonces, si en este cilindro hay un cambio de una temperatura
u(z,t) a una temperatura u(x,t + s) en un lapso de tiempo ¢, la cantidad de calor
asociada a este cambio de temperatura se puede aproximar por

Q(z,t+ s) — Q(z,t) =mk(u(x,t + s) — u(x,t)),

~p(z, t) Ah(u(z, t + s) — u(z, 1)), (5)

donde m es la masa del cilindro. Por otro lado, el cambio de la cantidad de calor
respecto al tiempo se debe al flujo de calor en las secciones transversales en las
posiciones x y x + h. Mas aun, si s << 1 podemos aproximar a este término por:

Qz,t+s) — Q(x,t) ~ —Alg(z + h,t) — q(x,t)]s.

Finalmente, la ley de Fourier para transferencia de calor establece que el flujo de
calor ¢(x,t) es opuesto al gradiente de temperaturas du/Jx y la constante de pro-
porcionalidad es la conductividad térmica ¢, implicando:

ou ou
Qe +5) = Q) ~ Ac| G ) = Gh(at)] ©)
Igualando (5) y (6) y dividiendo por hs tendremos:
1 [Ou ou _u(x,t+s) —u(x,t)
o0 [gete + 1.0 - Geta )] = Jtnt)
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con k(x,t) = ¢/p(z,t). Si finalmente hacemos tender s y h a cero, llegaremos a la
ecuacion de calor:
t)@ — @
w52 = o
Para poder determinar la evolucion de la temperatura en la barra, es necesario saber
la distribucion inicial de temperaturas; es decir, u(x,0) para todo valor 0 < = < L.

Aligual que en la ecuacion de onda, podemos imponer diferentes condiciones de
frontera y términos fuentes, por ejemplo:

= Si la temperatura en los extremos de izquierdo y derecho de la barra estan
prescritas por funciones T;(t) y T,(t), respectivamente, entonces las condicio-
nes de frontera seran

uw(0,t) =T;(t) y wu(L,t)="Tyt), paratodo t¢>0.

= Si el flujo de la temperatura en los extremos de izquierdo y derecho de la barra
esta prescrito por funciones f;(t) y fa(t), respectivamente, entonces las condi-
ciones de frontera seran
%(0 t) = fi(t) @(L t) = fa(t) aratodo ¢>0
o ) — Ji y or ) — Jd ) p .
= Sij la barra se esta calentado mediante una fuente ¢(z,t), la ecuacion de calor
se modifica por

ou 0*u

i /{(x,t)@ =g(z,y), paratodo O0<z<Lyt>D0.

= La ecuacién de calor se puede definir para dominios espaciales no acotados
(barras infinitas). En este caso las condiciones de frontera no son necesarias,
pero si las condiciones iniciales.

Al igual que en la ecuacion de onda, la ecuacion de calor (sin fuentes) se generaliza
para dos y tres dimensiones espaciales como:

O gty (20 Ty gy Dy (T T T
or MY gr T )TV Y g TR G T T o) T

respectivamente. Estas ecuaciones modelan la difusién de calor en superficies pla-
nas y en objetos tridimensionales.

Ejercicio: Determina el conjunto de ecuacion en derivadas parciales + con-
diciones de frontera + términos forzantes que modela la evolucién de la tem-
peratura en una barra cilindrica de L longitud que se esta calentado con una
fuente de calor igual a sin(7wz/L) y con una distribucién inicial de temperatu-
ra e~*. Ademas el extremo izquierdo tiene una temperatura constante 7 y el
extremo derecho esta aislado térmicamente.
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2.3. Ecuacion de Laplace

La ecuacién de Laplace es ampliamente usada en ingenieria para modelar defor-
maciones de membranas, distribucién de potenciales electrostaticos, estados esta-
cionarios de distribuciones de calor en objetos, etc. Es bien sabido que toda la teoria
electromagnética clasica se rige por las cuatro leyes de Maxwell. Si nos restringimos
al estudio de objetos electrostaticamente cargados, solo dos de las cuatro leyes son
necesarias para describir completamente al fendmeno.

Sitenemos una distribucién de carga p, la simple presencia de cargas distorsiona
el espacio a través del campo eléctrico E producido por ella. La relacion entre el
campo y la densidad de carga es la ley de Gauss

L1
V- E=—p(z),

€o

Por otro lado, este campo vectorial es conservativo en ausencia de campo magne-
tico; esta es la Faraday.

VxE= 0, o equivalentenente, E= -V,

donde ¢ es una funcioén escalar. Al juntar ambas ecuaciones es inmediato que

1
~V Vo= —p(a).
€0
Dado que
?¢ 0?9 ,
— =2
Ox? * oy?’ Sin =2,
Ap=V- Vo=
P¢ 0% 0% .
o2 + 9 + 522 sin=3.
La ecuacion que modela la distribucidn del potencial electrostatico es:
Po 0% .
T =2
ozt o p(z,y), sin=2,

Po 0% ¢ _
022 o2 T 022 = p(x,y,2), sin=3.

A esta ecuacion se le conoce como la ecuacion de Poisson o ecuacion de Laplace no
homogénea. Al caso particular con p = 0 se le conoce como la ecuacion de Laplace.

Observa que esta misma ecuacion se puede deducir a partir de las ecuaciones
de onda o calor en mas de una dimension cuando se buscan soluciones que sean
independientes del tiempo. A este tipo de soluciones se les conoce como soluciones
estacionarias. En el caso de la ecuacion de calor, ellas representan la distribucion
de temperatura asintotica para tiempos muy grandes. En el caso de la ecuacion de

8
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onda, este tipo de soluciones representan posiciones promedio de la superficie u
objeto deformado.

Dado que esta ecuacion no involucra al tiempo, no existe condicién inicial al pro-
blema, pero se deben aplicar condiciones de frontera cuando el dominio es acota-
do. En el caso de dominios no acotados, las soluciones fisicamente aceptables son
aquellas que tienen energia finita. Revisaremos mas a detalle este problema cuando
calculemos soluciones estacionarias al problema de difusion de temperatura.

3. Elmeétodo de superposicidon para ecuaciones diferenciales lineales

En todos los problemas modelados por ecuaciones en derivadas parciales linea-
les la suma de dos soluciones sigue siendo solucion a la ecuacién diferencial. Es
decir, si £ denota al operador diferencial asociado

g — A, para la ecuacion de calor,
2 s
L= 3? —c¢*A, parala ecuacion de onda,
—A, para la ecuacién de Laplace.

y u, v satisfacen que Lu = Lv = 0. Entonces la combinacion lineal \ju + \yv tam-
bién es solucién pues satisface £(A\ju + \v) = 0. Este efecto se llama principio
de superposicion y es ampliamente usado para encontrar soluciones a ecuaciones
en derivadas parciales con condiciones de frontera, iniciales y términos forzantes
basandonos en la estrategia: “divide y venceras”. A continuacion describimos esta
idea.

Para fijar ideas, considera el problema de la difusién de calor en una barra de
longitud L y con difusividad ~ constante. Donde los extremos se mantienen a tem-
peraturas constantes Tj, a la izquierda y 77 a la derecha, y la distribucion inicial de
temperatura es T'(x,0) = f(x). El sistema a resolver es

2
n@—@zo, paratodo t>0,y0<zx <L,
ox? Ot ;
u(z,0) = f(z), paratodo 0<z <L, (7)

uw(0,t) =Ty, wu(L,t)=T,, paratodo ¢t > 0.

Pensemos que u es la suma de dos soluciones a la ecuacién de calor, es decir

u = u, + uy, donde u, es una solucion particular que “elimina” las condiciones de
frontera.

O*u,  Ou,

———=0, paratodo t>0,y0<zx<1L,
ox? ot P y
u,(0,t) =Ty, wu,(L,t) =T, paratodo ¢>0.

Si asumimos que u,, es independiente del tiempo, du, /0t = 0y u, debe ser solucion
a:

R

d*u, _
dx?
up(0) =Ty, wy(L)="1T,, paratodo ¢>0.

0, paratodo O0<z <L,

(8)
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La cual es una ordinaria clasica de segundo orden cuya solucién es las siguiente

recta
T — Ty

L
Esta expresion y el sistema (7) dan un nuevo sistema para la variable v, pues

u, = Tp + x.

0?u Ou 0?*(up +up)  Ouy + up)

O=h e "o =" e b
_Puy, 0w, | DPup Ouy
o T ot "oz T ot

d*u,, O%uy,  Ouy

- dx? T Ox? ot
82uh 8uh

ox2 Ot

es decir, u, satisface la ecuacion de calor. Ademas, las condiciones iniciales y de
frontera para u;, se deducen a partir de las correspondientes para u, pues

=K

TO = U(O,t) = up(O) + uh(O,t) = To + uh(O,t),
Ty =u(L,t) = uy(L) + up(L,t) =T1 + up(L, 1),
f(x) = u(z,0) = uy(z) + up(x,0).

De donde concluimos que u,(0,t) = u,(L,t) = 0 paratodo t > 0y uy(z,0) = f(z) —
u,(x). Es decir, resolver (7) es equivalente a resolver

82uh 8uh
_Zh L
K 52 5 0, paratodo t>0,y0<zxz<L,
Ty —To 9)

up(x,0) = f(x) = To — 7
up(0,t) = up(L,t) =0, paratodo ¢ > 0.

r, paratodo 0<z <L,

Esta ecuacion, a diferencia de (7), satisface que las condiciones de frontera son
cero (coloquialmente se les conoce como condiciones de frontera homogéneas); de
alli que a la solucién u; se le conozca como solucion al sistema homogéneo. En la
siguiente seccidn nos dedicaremos a encontrar una solucién a (9) por el metodo de
separacion de variables.

4. El método de separacién de variables

Este método se basa en la observaciéon de que las tres ecuaciones basicas de se-
gundo orden (sin considerar condiciones de frontera ni iniciales) aceptan soluciones
de tipo exponencial, es decir

u(x, t) — ekx—&-wt’

para una eleccion adecuada de las constantes k y w. Estas soluciones tienen la parti-
cularidad de que u(z, t) es el producto de dos funciones, una que depende solamente

10
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de z, en este caso X (r) = ¢*?, y otra que depende solo de la variable temporal t, en
este caso T'(t) = e*.

Ejercicio: Encuentra los valores de k y w si (a) u(x, t) es solucién a la ecuacion
de calor y (b) u(z,t) es solucién a la ecuacion de onda.

El método de separacion de variables asume que una solucion u(z,t) al proble-
ma en cuestion, digamos la ecuacion de calor (y para fijar ideas pensemos en el
sistema (9)), puede expresarse como producto de dos funciones una dependiente
de la variable = y la otra dependiente en t. Es decir

up(x,t) = X(2)T'(t), (10)

No existe una razon para asumir esta hipdtesis. En realidad, este método nos
daria una familia F de soluciones particulares de variables separables. La esperanza
radica en que esta familia sea tan grande que la solucion wu; que satisface todas las
condiciones de frontera e iniciales impuestas al problema (9) sea una combinacion
lineal de todas las soluciones particulares en F.

Estudiemos cuales son las consecuencias de esta hipotesis de variables sepa-
rables.

4.1. Separacion de la ecuacién

Recordemos que nuestro objetivo es resolver el problema (9). Primero debemos
escribir la ecuacion de calor en términos de X y T'. Por las reglas de derivacion,

Ouy
ox

= X'(2)T(t), % = X"(2)T(t), % = X(2)T'(t).

De este modo, la ecuacién de calor se traduce en
kX"(x)T(t) — X (2)T'(t) = 0.

A primera vista, esta ecuacion no da mucha informacién. Otra hipotesis extra que
usa el método de separacion de variables es en asumir que la solucion u(x,t) es
distinta de cero. Si esto pasa, entonces puedo dividir por la solucién y reacomodar
para obtener

X"(x) T'(t)
K =
X(z)  T(t)
¢, Qué puedes concluir de la ecuacion anterior? Recuerda que las variables x y t son

independientes.
Por la independencia de las variables z y t, esta ecuacion es satisfecha solo en
el caso donde cada miembro sea una jconstante!, es decir
X"(z) T'(t)

Xo Y T °

K
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para algun valor de ¢ real. Al reacomodar, obtenemos dos ecuaciones diferencia-
les ordinarias, en otras palabras, reducimos una ecuacion en derivadas parciales al
siguiente juego de ecuaciones diferenciales ordinarias

kX"(x)=cX(x) y T'(t)=cT(t), con ceR. (1)

4.2. Separacion de las condiciones iniciales y de frontera

Las ecuaciones en (11) requieren algunas condiciones para determinar las cons-
tantes de integracion al resolver cada una de ellas. ;De donde las obtendremos?
Pues de las condiciones de frontera de la ecuacion en derivadas parciales, ver (9).

4.2.1. Variable espacial
Las condiciones de frontera en X (x) las obtenemos del siguiente razonamiento:

= Siu,(0,t) = 0 entonces X (0)7'(t) = 0 para todo ¢ > 0. La unica forma es que
de satisfacer esto es si
X(0)=0.

m Siun(L,t) =0entonces X(L)T'(t) =0 paratodo ¢t > 0. Al igual que en el inciso
anterior,
X(L)=0.

Con esto, la ecuacién para X (z), (con c aun libre) es

kX" (x) =cX(z), si0<x<L,
X(0) =0, (12)

Observa que NO existe una condicion inicial al problema en T'(t).
|
Importante: Debemos notar que si las condiciones de frontera dependieran del
tiempo, NO podriamos obtener condiciones de frontera para la variable X (x).
Esto implica que el método de variacion de parametros no es util para resolver
el problema y habria que buscar otra estrategia, como el método de caracte-
risticas. Aqui se hace evidente que requerimos que el dominio de las variables
independientes sea un dominio rectangular para que el método de separacién

de variables sea aplicable.

La solucion a (12) varia de acuerdo con los valores del término ¢/k.

= Sic/k > 0, las soluciones son exponenciales, de hecho la solucion mas general
a(12)es
< _. /&
X(x) = ae\/:J: + be \/:x,
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Al imponer las condiciones X (0) = X (L) = 0 tendemos el sistema

(oo ) ()=

Como el determinante de la matriz no es cero concluimos que la unica solucién
esa =b =0y portanto X (z) = 0. Este caso, no tenemos solucién distinta a la
trivial.

» Sic/rk = 0, la solucion es una recta, de hecho la solucién mas general a (12)
sera:
X(x) =azx+0.
Al imponer las condiciones X (0) = X (L) = 0, sabemos que la Unica recta que
pasa por el 0 en dos valores distintos de la abcisa es la recta X(z) = 0. Es
decir no hay solucién distinta a la trivial.

» Sic/k <0, las soluciones son senos y cosenos. La solucién general a (12) es

X(z) = acos(\/%x) + bsin(\/%x).

De la condiciéon X (0) = 0 obtenemos de manera inmediata que a = 0. Usando
este resultado y la condicién X (L) = 0 llegamos a

bsin(\/%L) =0,

como la funcién seno se anula en todos los multiplos enteros de , la relacion
anterior es cierta con b # 0 siempre que

—L =mnm, connunnumero entero.

Esto forza a que los valores admisibles de la constante ¢ estén cuantizados por
la siguiente relacién

7T2Ii

c:—ﬁnz, para cualquier n=0,1,2,---. (13)

Resumiendo, cualquier solucién a (12) es de la forma

z(z) = by sin (%x) . para cualquier n=0,1,2,---. (14)

4.2.2. Variable temporal

Ahora sabemos que los valores admisibles para ¢ son numeros negativos dados
por la condicion (13). Es momento de encontrar la solucion para 7. Recordemos que
de ella sabemos la ecuacion diferencial ordinaria, pero no la condicion inicial. Por
ello, la solucién mas general es

7Z27T2I$

T(t) = dpe = dpe” 17 " (15)
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4.2.3. Familia de soluciones de variables separables

Juntando las ecuaciones (14) y (15) en la hipétesis de variables separables (10)
tenemos:

n27r2n

R, L (T .
up, = fne” L2 "sin (TI> , paracualquier n=0,1,2,---.
donde f,, denota el producto de las constantes b, yd,,. A la familia de todas estas so-
luciones les llamaremos familia de soluciones en variables separables. Observa que
cada funcion u,,, satisface las condiciones de frontera, pero no la condicién inicial.
De hecho, si f(x) — Ty — leTOx (ver (9)) es cualquier otra funcién distinta del seno,
la condicion inicial no es satisfecha.

¢, Como construimos una solucién al problema (9) usando esta familia de solucio-
nes en variables separables?

4.3. Series de Fourier

Fourier observé que la familia de soluciones en variables separables puede ex-
pandir cualquier funcion L-peridédica cuando se escogen los valores de los coeficien-
tes f, paracadan =0,1,2,-- -, adecuadamente. De hecho, como cada v, satisface
las condiciones de frontera homogéneas, cualquier suma de ellas (finita o infinita) se-
guira cumpliéndolas. Por ello, Fourier propuso como solucion a (9) a la serie

27('2

up(z,t) = iuhn = ifne_%tsin (%x) : (16)
n=0 n=0

Al evaluar en t = 0, pediremos que u; cumpla las condiciones iniciales, y por
tanto, debe cumplirse que

) =Ty — 220 =3 fsin (°r). (17)
n=0

L
es decir, la condicién inicial debe darse como una suma de funciones periddicas

impares! Aqui es donde Fourier recordd sus clases de Calculo Integral, pues notd
que

2 [t 1 [k —
Z/o sin (%x) sin (%x) dx = Z/o sin (@x) + sin (%x) dzx.
(18)
Esta integral es cero siempre que n # m; pero si n = m dicha integral es 1; en

otras palabras
2 [t . /nw . /nT 0 sin#m
7)) s (Fe)sin (Fa) ao = {1 Sin=m o)
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Importante: Esto nos recuerda a la ortogonalidad entre vectores de R" via el
producto punto clasico; solo que ahora las funciones trigonométricas son los
“vectores” y el producto interno es la integral definida. De hecho, de calculo
vectorial (o algebra lineal) sabemos que cualquier vector en R™ es combinacion
lineal de los vectores de la base. En este caso, la relacién (17) nos sugiere que
f(z) es combinacion lineal de los elementos de la familia de soluciones en
variables separables.

Para determinar los valores de f,, en (17) multiplicamos por la funcién 2 sin (%% z)
e integramos de 0 a L. Si asumimos que podemos cambiar el simbolo de suma con

la integral, tendremos:
L . L
%/0 (f(x) —To — %x) sin (%x) dx :%/0 nzzofn sin (%m) sin (%m) dx
= 92 [t . /nT . /mmT
:nzg E/o f.sin (T'x) sin (Tx> dx.

Como f,, es constante, por la relacion (19) concluimos que casi todos los términos de
la suma son cero (de hecho cuando n # m) y soélo uno de los sumandos es distinto
de cero (cuando n = m). Por ello,

fm = %/OL (f(x) — Ty — %x) sin (%x) dx. (20)

I )

[
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Figura 2 Se muestran la suma de los primeros 20 términos del desarrollo de Foruier para
la funcién f(z) = (z — 1)* — 2(z — 1) (linea punteada roja). A la izquierda se muestra el
desarrollo impar de la funcion, al centro el desarrollo par y a la derecha el desarrollo sin
considerar simetria (desarrollo completo). En las imagenes izquierda y central se muestran
las extensiones impar y par para la misma funcién con una linea punteada azul.

En el siguiente applet de geogebra encontras el desarrollo de Fourier para una
funcidon dada que tu puedes elegir. Ademas puedes elegir si el desarrollo es impar
(usa desarrollo en senos), par (usa desarrollo en cosenos) o simple (usando ambas
funciones trigonométricas). En cada caso se muestra la exptension par o impar de
la funcién a desarrollar para compararla con su serie de Fourier.
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https://www.geogebra.org/calculator/kttpkaba

En conclusion, si u,(z,t) estd expresada en series como en (16) y la condicion
inicial satisface (17) con los coeficientes f,, dados por (20), entonces u;(z,t) es la
solucion a (9). Mas aun, ya podemos determinar la solucion u(x,t) al sistema (7),
pues

T - T s m2n2k .
u(z,t) = up(x) +up(v,t) = Ty + %x n %fme—ﬂ sin <%x> |

donde los coeficientes f,, estan determinados por (20). En la siguiente liga encontra-
ras un applet de Geogebra donde encontraras la representacion grafica de esta solu-
cion. Tu puedes elegir los valores de las temperaturas T; y T}, asi como la condicion
inicial f(x), esta se muestra con una linea punteada roja. Ademas, en color amarillo
mostramos la distribuciéon de temperaturas estacionaria u,(z). En esta simulacion
puedes modificar el numero N de sumandos a considerar en la serie de Fourier, ya
gue numéricamente no puedes hacer una suma infinita, pero entre mas términos to-
memos, mejor sera la aproximacion. De igual forma puedes variar la constante de
difusion.

)= (z—1)" =2 (@—-1)"

Figura 3 A la izquierda distribucion inicial de temperatura f(z) = (z — 1)* — 2(z — 1) al
problema (7) con condiciones de frontera Ty, = 3 y 71 = 0; también se muestra el estado
estacionario u,(z). A la derecha se muestra la evolucion temporal de la distribucion inicial de
temperatura para un At = 0.05s en color verde.

https://www.geogebra.org/calculator/yajqwjta

Ejercicio: Usando el applet anterior, ; Cémo afecta el término « a la rapidez de
convergencia de la solucion u(x, t) hacia el estado estacionario u,(z)? ¢ Cémo
afectan las temperaturas en los extremos para la distribucion estacionaria de
la temperatura.
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Importante: que la expansion de una funcion, en este caso f(z) — T — Z71x,
por medio de funciones impares como en (17) garantiza la igualdad entre la
funcion y la serie SOLO en el intervalo (0, L), y por construccién la serie del
lado derecho de (17) es impar, la grafica completa, para todo x real, de esta
serie es una funcién impar. A esta serie se le conoce como la representacion
impar de una funcién.

Ejercicio Encuentra la solucion u(x, t) al siguiente problema empleando todos
los pasos vistos en las paginas anteriores.

Pu Ou
H@—E_o, paratodo t>0,y0<xz<L,
u(z,0) = f(z), paratodo 0<z <L, (21)
ou ou

—(0,t) =h —(L,t)=h aratodo ¢ >0
6t( ) ) 0 6t( ) ) 1, P )
con hg y hy constantes. En este caso requeriras una expansiéon par para las
condiciones iniciales, y como Fourier, deberas recordar una identidad similar
a la usada en (18).

Ejemplo: Encuentra y resuelve el modelo en ecuaciones diferenciales parciales
para la altura vertical de una cuerda vibrante de longitud L sujeta en los extremos
a una altura u(0,t) = up y u(L,t) = u; con condiciones iniciales dadas por u(z,0) =
f(x)y %(:p,o) = g(x). En este ejercicio seremos mas breves citando cada uno de
los pasos anteriores:

= el sistema a resolver es:

( Pu 1 0%
Z - - t L
9 2o 0, paratodo t>0,y0<z<L,
0
8_1;(x’ 0) =g(z), paratodo 0<uz <L, (22)
u(x,0) = f(z), paratodo 0<zx< L,
(u(0,t) = ug, u(L,t) =uy, paratodo t>0.

= Proponemos a la solucion u(x,t) = w,(z) +uy(z, t) donde w,(z) es una solucion
estacionaria y u,(x,t) es una solucion a la ecuacion de onda con condiciones
de frontera homogéneas. Al igual que en (8), obtenemos que

Uy — Ug

L

up(z) = up + x.

Al sustituir u(z, t) = up + “7*x 4 uy(x, t) en (22), el sistema para uy(z,t) es
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( 62uh 1 82uh
i = L
2 2 o 0, paratodo t>0,y0<zx<L,
0
a—?(x, 0) =g(z), paratodo 0<uz <L, (23)
u(z,0) = f(x) —uo — 7%, paratodo 0<ux <L,
\ u(0,t) =0, u(L,t) =0, paratodo ¢t > 0.

= Hipotesis de separacion de variables: Asumimos que la solucién wuy(z,t) =
X (x)T(t) y sustituimos en (23).

0, paratodo t>0,y0<zx<L,

X(@)'T(#) ~ 5 X(0)T"(1) =0,
0,

X(0)T(t) = 0, X(L)T(#)

paratodo t > 0.

Por el momento no se considera a las condiciones iniciales pues se impondran
al final. Ahora asumimos u;, = X (z)7'(t) # 0y dividimos la ecuacion diferencial
por u;. Después de reacomodar se llega a:

pX@) _T'@) {X%wzgxmx
X(z) T(t)’ T"(t) = kT(t),

Ademas, las condiciones de frontera al problema implican las siguientes con-
diciones de frontera en la ordinaria para X (x):

para algunos c € R.

X(0)=0 y X(L)=0.

= Soluciones a X (z): La ordinaria a resolver es:

X"(z)=%X(z), conl0<uz<L,
X(0) = X(L) = 0.

Analizaremos de acuerdo a los valores de k.

k
R

vk
« Si k > 0, la solucion general es X(z) = ae ¢ “ +be ¢ “ donde ay b

satisfacen:
1 1 a 0
e\/TEL e_\/TEL (b> N (O) .

Como el determinante de la matriz no se anula, conluimos que a = b =10
implicando que u;, = 0 es la unica solucion posible en este caso.

* Sik =0, X(z) = a+ bx (unarecta), donde a y b son tales que X se anula
en 0y en L. Portanto, X(x) = 0y no da mayor contribucion.

« Si k < 0, la solucion general es X (x) = bsin (@x) La condicion de
frontera es satisfecha sélo si la “frecuencia”

\/cj’“ = %, para todo n entero.

18
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= Soluciones a T'(t): Como X (z) # 0 para k < 0 con k = —n?r2c?/L?, la solucién
para T'(t) es de la forma

T(t) = dcos (%t) + ¢sin (%t) .

» Solucién general: Al juntar las expresiones de X (z) con T'(t) y sumar sobre el
indice n en los naturales (en virtud del principio de superposicién), obtenemos
la expresion general para uy,(x,t),

=3 [avcos (“50) + bosin (“55) sin (). (24)

n=1

donde las constantes a,, y b,, se determinaran por las condiciones iniciales. De
hecho, al evaluar en t = 0, es inmediato que:

flz) —up — U1ZU0$ = Zansin (%),

n=1

mientras que al derivar (24) respecto a ¢ y evaluar en ¢ = 0 obtendremos:

o
:Z wsm ).

-2

=2

Figura 4 La imagen a la derecha muestra las condiciones inciales y de frontera para el
sistema (22) con posicion inicial f(z) = (z — 1)* — 2(x — 1)3 (linea roja), velocidad g(z) =
2(z —2)(2) +2(x —2) — 2 (linea azul punteada), up = 3y u; = 0. A la izquierda se muestran la
posicion de la cuerda vibrante en los tiempos ¢ = 0,0.4 y 0.8 segundos. Ademas mostramos
es estado de equilibrio u,(z) alrededor del cual se presentan las oscilaciones.
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Es decir, los coeficientes a,, son los coeficientes de una expansion impar de
la funcion f(z) — uo — “**2 mientras que los coeficientes b, son los coefi-
cientes de una expansion impar de g(x) pero divididos por nwc/L. Por tanto, la

expresion (24) es solucién al sistema (23) cuando los coeficientes a,, y b,, son:

2 L Uy — Up . ni
an:z/o (f(x)—uo— 7 x) sin (%2z) du,

2 L
b, = — sin (%) dx.
nre J, 9(z) ( L a:) v

Finalmente, la solucion general a (22) es la suma de wu(z,t) con la solucion
estacionaria u,(z). En el siguiente applet de Geogebra encontraras una simu-
lacion de la solucion donde puedes variar las condiciones iniciales y de frontera,
velocidad de la onda y longitud de la cuerda, asi como el grado de aproxima-
cion N (recuerda que al simular no podemos usar la suma infinita, pero si hasta
un valor N grande).

https://www.geogebra.org/calculator/urzwbgud

Ejercicio: Resuelve con el método de separacion de variables, el siguiente
problema

%Jrg%g:o, para0 <z < Ly0<y<H,
5y(@,0) = S4(e, H) =0,  para0<w <L,

U<L7y):T07 %(O’y>:E7 para0<y<H'
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