INTEGRABILIDAD Y SUMAS DE RIEMANN

En clase hemos discutido el concepto de integrabilidad de una funcién f : [a,b] — R y su relacién con las
sumas superiores U(P, f) y las sumas sumas inferiores L(P, f) para una particién P dada. También hemos
estimado el valor del drea bajo la curva fi(z) = v, fo(x) = mz y f3(x) = 2% en el intervalo [a,b] donde
a > 0 usando que en dicho intervalo la funcién es mondétona, de hecho, la cuenta se realizé para una particion
equidistante en el caso de fy y de f3, mientras que en el caso de fi, este resultado era independiente del
tipo de particién. Es natural cuestionarse si el resultado obtenido para fo y f3 concuerda con la definicién
correcta de integrabilidad independientemente de que se haya obtenido via una particion muy especifica
(particién equidistante). Esta pregunta tiene respuesta afirmativa por medio del teorema 4, pero para llegar
a ello tenemos que preparar el camino.

1. DEFINICIONES

Sea [a,b] CRy f:[a,b] — R funcién acotada, diremos que:

—_

. P C [a,b] es particion de [a,b] siy solo si P = {xg, x1, ...2,} donde ¢ = a, x, = by x; < x;1; para
todoi=0,1,....,n—1.

AP :=max{zr; —x;_1|i =1, ..., n} es el ancho de la particién P.

P’ € Pla,b] es refinamiento de la particién P € Pla, b] si para toda x € P se tiene = € P'.

Pla,b] es el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b].

Las sumas por arriba y las sumas por abajo de f dada P se definen como
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UP )= swp [Ei—zia), LPF)=> mf [f&)w—wi1),

i—1 S€lwi—1,zi] i=1 £€lmi1,@i]

respectivamente.
6. El término S(P, f) es una suma de Riemann si y sélo si

S(P> f) = Zf(gz)(xz _Ii—l), con & € [.’Ei_l,l‘i] Vi=1...,n
=1

7. La integral superior e inferior de f estan dadas por:

I Rav L. f), L= ff UPJ]).
respectivamente. La existencia de I y I se prueba via la proposicién 3.
8. f es integrable si y sélo si I = I.
9. f es absolutamente continua si y sélo si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que |f(z) — f(y)| < € si
v —yl <dyxyé€lab]
NOTA: continuidad absoluta implica que la 6 no depende de los valores de = o de y pero si puede
depender de €. Por ello el adjetivo de absoluta, pues la delta es una tnica para todo valor de z € [a, b].
10. La funcién f es monotona si es creciente o decreciente.
11. f es continua por pedazos si tiene un nimero finito de discontinuidades

2. RESULTADOS SOBRE PARTICIONES
En la siguiente liste de resultados asumiremos siempre que P € Pla,b] y f : [a,b] — R es acotada.

Proposicién 1. Las sumas por arriba y por abajo de f dada la particion P ezisten y satisfacen que L(P, f) <
U(p, f).

Proposicién 2. Sea P’ € Pla,b] refinamiento de P entonces L(P, f) < L(P', f) <U(P', f) < U(P, f).

NOTA: La siguiente proposicién muestra que {L(Q, f) | @ € Pla,b]} y {U(P, f) | P € Pla,b]} son conjuntos
acotados superior e inferiormente respectivamente.

Proposicién 3. Sea Q) € Pla,b] entonces L(Q, f) < U(P, f).
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El siguiente teorema muestra la analogia entre la definicién de continuidad de una funcién usando € y 0 y
la definicién de integrabilidad usando sumas superiores e inferiores

Teorema 1. f es integrable si y sélo si para todo € > 0 existe P € Pla,b] tal que U(P, f) — L(P, f) <

la caracterizacion anterior de integrabilidad permite mostrar facilmente que funciones del tipo

)1 sizelnlia,b
(1) f(x)_{(] siz e QN la,bl,

no son integrables pues podemos encontrar € > 0, e.g. € = (b—a)/2 tal que para toda particién P € Pla, b],
el término U(P, f) — L(P, f) > e.

3. INTEGRABILIDAD DE FUNCIONES CONTINUAS POR PEDAZOS Y/O MONOTONAS

Observe que para P particién y f funcion acotada, se tiene que

n
(2) UP,f) = LP ) =Y [ s f(©)— i f(©)] (wi —wi),
=1 | E€mi—1,2] §€lwi-1.ai]
El lado derecho en (2) puede no hacerse menor tan pequenio como uno lo desee al refinar la particién ya que los
términos £ (i) := [SUPge[zi,l,xi} J(&) — Ifecip, | 2 f(f)} para i = 1, ..., n pueden presentar dos fenémenos
interesantes:
= los términos Z(i) no estan acotados inferiormente por un niimero positivo a > 0 que no cambia al
refinar la particién; un ejemplo de ello es cuando f tomar valores distintos sobre dos conjuntos densos
en [a,b], como es el caso de la funcién dada por (1).
= los términos £ (i) no estan acotados superiormente al refinar la particién por la presencia de alguna
singularidad, una forma de controlar este problema es via la continuidad absoluta del integrando.

El siguiente ejercicio da indicios de que una funcién continua en un intervalo cerrado es absolutamente
continua, de hecho al parecer la perdida de la continuidad absoluta esta ligada al crecimiento o decrecimiento
mas alla de toda cota.

Ejercicio: pruebe las siguientes afirmaciones:

» f(x) = 22 es absolutamente continua en [a,b] C R.

» f(x) = 2% no es absolutamente continua en R.

» f(z) =1/x es absolutamente continua en [a,b] C R cuando a > 0 0 b < 0.
» f(z) = 1/x no es absolutamente continua en (0,b] C R, con b > 0.

Proposicion 4. Una funcion continua en un intervalo cerrado es absolutamente continua.

Los teoremas 2 y 3 y corolario 1 son la base para inferir la existencia de la integral de la mayoria de las
funciones integrables en el sentido dado anteriormente (Riemann integrables).

Teorema 2. Si f : [a,b] — R es continua entonces es integrable.
Corolario 1. Si f : [a,b] — R es continua por pedazos entonces es integrable.
Teorema 3. Si f : [a,b] = R es mondtona entonces es integrable.

Lema 1. Sea P particion y f : [a,b] — R acotada. St S(P, f) es una suma de Riemann entonces L(P, f) <
S(P, f) <U(P, f).

El siguiente teorema recuerda la equivalencia entre la continuidad de funciones via € y § y la continuidad
de funciones via sucesiones.



Teorema 4. Sea P € Pla,b] y f : [a,b] — R acotada. Los siguientes son equivalentes:

1. f es integrable.
2. Ezxiste un unico I € R tal que para toda sucesion de particiones (P,) tal que AP, — 0 cuando n — oo
se tiene que lim S(P,, f) = I para cada eleccion de valores intermedios & € |[x;—1, ;]

Demostracion.
1=2:8eae>0y (P,) C Pla,b] una sucesién de particiones tal que AP, — 0. Por ser f integrable y la
definicién de I, existe una particion P = {zg =a < 27 < ... < zy = b} tal que

(3) UP,f)—LP f)<e/3 v U(Pf)<I+e/3

Escogeremos I = I. Como lim AP, = 0 podemos escoger n suficientemente grande tal que la particién P,
satisfaga que AP, < ¢/(9M{) donde M es cota de f en [a,b] y existen my, may, ... my_1 € N tal que

Po={y=a<y1 <...<UYmy <.oo <Umy << Ymy =Yn =0|Ymi—1 < i <Y, Vi=1,...,(}

Para esta particion P, definamos una suma de Riemann S(P,, f), entonces por desigualdad del tridngulo
y la segunda relacién en (3) tenemos

(4) (I =SB, DI < [T =U@, NI+ UL, ) =SB, ] < %JF UL, f) = S(Fn, )]

Para sobreestimar el dlimo término de la derecha en la ecuacion anterior usaremos la siguiente identidad cuya
demostracion se deja al lector

f—1 mip1—m;—1 l
(5) S(Pu f)= Z fEN Y —yj—1) = Z S Emiti) Ymits — Ymirj—1) + Z S (&mi) (Ym; — Ymi—1)
=0 j=1 i=1
Dado que [Ym;+j—1;Ymi+j] C [%i, Tiy1] para j =1,...,m;y1 —m; — 1 tenemos
f(&) > inf f(&) VE € Wmirj—1:Ymerj] vV J=1,...,mpq —m; — 1

E€[xi,wiq1]

Asi el primer sumando en (5) se acota por debajo por

miy1—m;—1 4
Pna f > E 56 inf E (ymﬁ—j - ymi-‘rj—l) + E f(gmz)(ymz - ymi—l)
L $z+1 . X
]:]_ =1

El término entre corchetes es una suma telescopica que se reduce a

L

Pn7 f > Z inf [(ymi+1—1 - ymz):| + Z f(é-mz)(ymz - ymi—1>

fe[xz 931+1] .
i=1
corriendo los indices para iniciar en ¢ = 1, tenemos
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PTL7 f > Z inf , . [(Umlfl ymi,lﬂ + Z f(frm)(ymz - ymifl)

&-e Ti—1, Iz i=1



El término en rojo es casi L(P, f), asi que sumando y restando lo necesario tendemos

L L

S(Pm f) > L(P f) - Z inf f(g)(y"hi—l — T T — ymi,—l) + Z f(€m2)<ymz - ymi—l)

lri e o
iy SElmi-uail i=1

De este modo tendremos
¢

Z f(fm/)(yml - ymi—l)

i=1

(6)

L

quﬁlf FOYm,_y — wiz1) + (i — ymil)]‘

XTij—1,Tq ’
i=1 i—1> z]

+

Por ser M cota de f en [a, b] tenemos que los términos en rojo de la ecuacién (6) son menores a M, mientras
que por definicién de AP, tenemos que Y, — Ym,—1 < AP, y

Yms 1 = Ticl < Ymy oy = Ymy—1 < APy, Y T = Ymye1 < Yy — Ymi—1 < AP,

es decir los términos en azul en la ecuacién (6) estan cacotados por AP, asi

@ U(P, §) = S(P f)] < |U(P, £) — (P, ) + BMIAP, < ¢
Usando (7) en (4) concluimos que

1= S(Pu )| < 5 +IUP.F) = S(P, )| < €
Por lo tanto lim S(P,, f) = I.

2=1:8Seane >0, € Ry (P,) C Pla,b tal que lim AP, = 0, defina la sucesién de sumas de Riemann
(S(P,, f)), por hipotesis sabemos que I = lim S(F,, f) para cualquier eleccién de los puntos intermedios.

Observe que para cada particién P, y todo intervalo [z;_1, ;] parai =1, ..., n existen &, n; € [z;_1, x;] tales
que
€ €
su — o < J(&i) inf + > f(n;

Multiplicando ambas desigualdades anteriores por (z; — x;_;) y sumando sobre en indice i tendremos

n n

U(me)—izz sup f(§)($z'—ivz‘—1)—mZ(%—xi—l)<Zf(§z‘)($z'—$z‘—1) = S(P,, f)

i—1 E€lzi-1,24] i=1

n n

L(Fy, f) + i =Y inf  f(€)(mi—mia)+ m Y (wi— i) > Zf(m)(% = zi1) = S(P, f)

— £€[xi_1,24]
i=1

En resumen
€

U(Puf) < S(Puf)+5 v LB f) > (P f) =

4
Restando de manera apropiada estas dos desigualdes tendremos:

U(Pas f) = L(Pay f) < S(Poy f) = S(Pu /) + 5



Como [ =lim S(P,, f) independientemente del punto intermedio, existen N7, Ny € N tales que

\I—S(Pn,f)\< si n>N;

I e WY e

|l —S(P,, f)] < si n> Ny

Asi, escogiendo n > max{Ny, Ny} tendremos
_ €
U(Pas f) = LPas ) < 18(Pus f) = S(Po, P + 5
- €

<€

Con esto terminamos la prueba ya que para cada € > 0 encontramos n € N es decir una particién P, tal que
U(P,, ) — L(P,, f) < ey por el teorema 1 concluimos que f es integrable. O



