Calculo Diferencial e Integral IV
Teoremas integrales

En este pequenio documento haremos daremos las pruebas de los tres teoremas integrales fundamentales
en calculo vectorial.

Teorema 1 (Green). Sea D C R? conjunto Jordan medible de tipo III, tal que OD es curva C*. Suponga
P, Q:D — R con derivadas continuas, entonces

/ Pdz + Qdy = @—a—Pd dy
oD

graf f

>

Demostracion. Como D es de tipo III entonces D = {(z,y) |y € [f(x), g(x)], « € [a, b]} para algunas funciones
reales f,g v a,b € R. Entonces por integrales iteradas tenemos

dydz:—//fg(gc)apxydydx—/ng dx—/Pxf 2))dx (1)

esta tltima linea se debe a que en la integral respecto a y, la variable z se considera fija (como un pardmetro)
y por tanto la derivada parcial de P respecto a y se considera como derivada total, el resto es consecuencia
del teorema fundamental del Célculo.

Dada la descripcién del conjunto D sabemos que 9D = graf f U Ly U graf g U Ly donde cada L; puede es
el punto {(b, f(b))} o el segmento vertical {(b,y) |y € [f(b),g(b)]}; andlogamente, Lo es el punto {(a, f(a))}
o el segmento vertical {(a,y) |y € [f(a),g(a)]}. Como OD esta orientada positivamente y la integral de linea
distribuye sobre uniones de curvas, vemos que

/ dez/ de+/ de+/ Pda (2)
oD graf f graf g LiULo

Observe la tltima integral de linea es cero, esto se sigue inmediatamente si tanto L; como Ly son un punto.
En el caso en que alguno de los dos son segmentos verticales tenemos que la parametrizacién de estos es de
la forma ~(t) = (b, (1 — t)f(b) + tg(b)) para Ly y ¥(t) = (a,tf(a) + (1 — t)g(a)) para Ly con t € [0,1]. Es



irlllmediato que 7'(t) = (2'(t),y'(t)) = (0,9(b) — £(b)) para L1 y 7'(t) = («'(t),4'(t)) = (0, f(a) — g(a)) ¥ con

/Ll Pdx = /O1 P(y(t)2' (t)dt =0 y /L Pdz = /01 P(y(t)2' (t)dt = 0

Por otro lado, la integral sobre graf f podemos usar la parametrizacién v(t) = (¢, f(t)) para t € [a,b], de
modo que /() = (1, /(1)) ¥

b b
/grafdex/a P(y(t))x (t)dt:/a P(t, f(t))dt. 3)

Andlogamente, la integral sobre graf g podemos usar la parametrizacion y(¢) = ((1 —t)b+ta, g((1 —t)b+ta))
para t € [0,1], de modo que ' (t) = —(b—a)(1,¢ (1 —t)b+ta)) y

1 1 b
/gmngd:c:/O P(y(t))x (t)dtz—(b—a)/o P((l—t)b+ta,g((1—t)b+ta))dt:—/a P(z, g(x))dz. (4)

Suatituyendo eq. (3) y eq. (4) en eq. (1) concluimos

b b
- dez/a P(a;,f(x))dx—/a P(z,g(x))dx

y por eq. (1) tenemos

P
— 8—dyclﬂv = Pdzx.
p 0y oD

Con un razonamiento anélogo al anterior pero usando que D = {(z,y) |z € [I(y), m(y)], € [¢,d]} para dos
funciones reales [, m y dos ntmeros ¢,d € R concluimos que

/ %dydw = Qdy
D

8x 8D
y con ello la prueba esta completa. [
APLICACION: Laplaciano en polares
Como aplicacion de Green, veremos una forma “facil” de calcular el laplaciano en coordenadas polares,

para ello, si en Green (segunda representacién vectorial) usamos que F = Vf para alguna funcién escalar
f: D — R con segundas derivadas continuas en D, entonces tendremos:

Vf-Nds :/ Af dxdy
aD D

Dado A C R?, definamos diam(A) := sup{||y — || | z,y € D}. Asuma (z9,%o) € D fijo y {D,,} una sucesién de
vecindades compactas de (xg, yo) contenidas en D, tal que diam D,, tiende a cero si n — co. Por la continuidad
de Af, tenemos que para cada n > 0, existe (Zn, Jn), (Zn, Un) € D,, tales que

Af(jmgn) < Af(x,y) < Af(i'mgn) para todo (x,y) €D,

integrando en D,, y como Af (%, Jn) ¥ Af(Zn,Tn) son constantes tenemos

Af(@n,Gn) < /D Af(e,y) dedy < Af(En,in)

A(Dy)

Tomando el limite cuando n — oo, sabemos que

P PP , 1
lim (l'nvyn) = lim (xnvyn) = (35073/0) = lim 7/ Af(l',y) dzdy = Af(an yO)v
Dy,

n—oo n—oo n— o0 A(Dn)



Donde la tdltima implicacién se sigue de la continuidad de Af en (zg,yo). Por e teorema de Green, tenemos

1
A — lfm —— N
f(xo,v0) 7L1—I>20A(Dn) aDan(az:,y) ds

Para estimar el laplaciano en cualquier sistema de coordenadas necesitamos encontrar esta integral de linea,
y para hacerlo, resulta conveniente escribir V f en el sistema coordenado correspondiente y escoger D,, con la
simetria adecuada para el sistema de coordenadas de interés. En nuestro caso usaremos coordenadas polares,

en donde sabemos que
~ [cos@\ Of 1 (—sin6\ Of
Vi= (sin9> 5+; < cos ) 90

y como regién de integracién D,, usaremos un sector circular D,, = {r(cos,sinf)|r € [ro,r1] 0 € [6o,01]}
observe que si diam D,, — 0 entonces 61 — 6y y vy — rg. Ademés 0D,, = L1 U Ly U L3 U Ly donde

Ly: ’}/(t) = 7"0(COS(00 + 6 — t),sin(&o + 6, — t)) t e [00, 01]
Ly : ~(t) = t(cosbp,sinby) t € [ro,r1]
Ls: ~(t) = ri(cos(t),sin(t)) t €[00, 6]
Ly ’}/(t) = (7’1—|—T0—t)(00891,sin01) te [7‘0,’/’1]

Al derivar obtenemos los vectores tangentes y normales en cada caso

Li: T=(sin(6p+6 —t),—cos(@p+0; —t)), N =(—cos(fg+ 01 —1t),—sin(fy+ 61 —1))
Ly : T =(cosby,sinby), N = (sinfy, —cosby)

Ls: T = (—sint,cost), N = (cost,sint)

Ly: T =—(cosb,sinby), N = (—sinbq,cosb)

De este modo, podemos usar que la integral de linea distribuye sobre uniones de curvas de modo que

4
Vf-Nds= Vf-Nds
oD, ; oL,

donde

0,

01 01
VI Nds= [ V) Nt |2/ ()|t = / (10,00 + 01 — )70 = / — (o, t) rodt

Ly 0o o

[ vreNas= [ 9s60) -No ol = [ p0.00) a

T0
01

61
/L V- Nds = / V(@) NO @ de = [ folra, 1) radt

0(] 00

vioNis = [ UV E ) N [ (1)t = / p—

ro 7"0+’I"1—t

T1 1
fe(To+T1 —t,91)dt: / ;fg(t,eﬁdt

Ly T0



Sumando todas las integrales tendremos:

0 r
1 1 1
/ Vf Nds= fr(r,t)ry — fr(ro,t) rodt —l—/ n [fo(t,01) — fo(t,00)] dt
oD, 6o To
Usando el teorema fundamental del cédlculo tenemos
T1 a 91
fr(ri, ) — fr(ro,t)ro = / E(Tfr(ra t))dr 'y  folt,01) — fo(t,00) = foo(t,0)do
T0 0o
Sustituyendo en la integral sobre dD,, tendremos
01 T1 a T1 1 01
/ Vf-Nds= / / —(rfr(r,t))drdt + / - foo(t, 6)dOdt
oD, [’ T0 87‘ To t 0o

Cambiando t por 6 en la primer integral y ¢ por 7 en la segunda tendremos

01 71 01
Vf-Nds —/ / 1o rfr (r,0)) rdrdd +/ / —fae(r ) rdfdr
0o

01 71
/ / 1 8 rfr T, 9))+T—2f99(r79)rd6‘dr

oD,

:/D S (rf(r0)) + 2f99(r,0)dA

por tanto

Afteo,p0) = Jim g5 [ V1) Ny

1 10 1
= Jim g s 0O+ o 0) A

= (1, 0)) + 5 Foo(r, )

Teorema 2 (Stokes). Sea D C R? conjunto abierto y acotado tal que el teorema de Green aplique y S superficie
orientada definida por la parametrizacion suave y uno a uno (hasta la frontera) T : D C R? - S C R? con
sequndas derivadas continuas. Si 0S denota la frontera orientada de S y F es un campo vectorial C1, entonces

/VxF~d5—:/ F.ds
s as

Demostracion. Dado que T es uno a uno hasta la frontera, entonces 05 = T'(9D), ademés la orientacién de
0D induce una orientacién en 9S. Con ello, si (u(t),v(t)) es el pardmetro para describir a 9D,

S = U v i U v
| Feds= [ R@@o.00)- G0, 00) i

= /BD F(T(u(t),v(t))) - [Tu(u(t), v(t)us + Ty (u(t), v(t))ve] dt

donde la 1ltima identidad se tiene por regla de la cadena. Observe que la representacién no paramétrica de
la integral anterior en el espacio u, v es

/ F-ds :/ F(T(u,v)) - Ty(u,v)du + F(T (u,v)) - Ty(u,v)dv
as oD

= /D (F(T'(u,v)) - Tp(u,v)), — (F(T(u,v)) - Tu(u,v)), dudv.



La tltima identidad se obtuvo de aplicar el teorema de Green sobre el dominio D. Ahora analicemos el
integrando con un poco de algebra.

(F(T(u,)) - To(u,v)), = w Ty (u,0) + F(T(u,0)) - T (u, )
(F(T(u,v)) - Tu(u,v)), = W Ty (u,v) + F(T'(u, v)) - Tyu(u,v)

Debido a que T tiene segundas derivadas continuas

L= (F(T(u,)) - Ty(u,v)), — (F(T(u,)) - Tu(u,v))y = 8F(7(;(:,U)) Ty (u,v) — 8F(7;(u,v)) To(u, v).
v
Al usar regla de la cadena tendremos
an
Zu
F(T o
= a(;l,_v)) =F,2, +Fyy, + F.2, = DF |y, | = DF T,
Zy

donde F;, Fy, F, y DF estan evaluadas en T'(u,v), y Ty, T\, dependen de (u,v); a partir de aqui omitiremos
dichas evaluaciones y dependencias para facilitar la lectura. Asi

L=DFT,-T,— DFT,-T,
:Tg DFT, — Tg DFT, notacién matricial
=TT (DF" — DF)T,.

La ultima igualdad se sigue pues TUT DF T, € Ry por tanto es igual a su transpuesto. Observe que

Fl,m Fl,y Fl,z 0 F2,a: - Fl,y FS,@ - Fl,z
DF = |y, Fyy Fp, = DFT - DF = Fry—Iy, 0 3y — Iy,
I3, F3, Fs, Py, —F3, FIy,—F;, 0

Dado que las entradas distintas de cero en DF? — DF corresponden a las entradas de V x F,

0 (VxF)s —(VxF)\ ((To)
(DFT — DF)T, = | —(V x F)3 0 (V x F), (Ty)2 | =Ty x (VxF)
—(V X F)2 —(V X F)]_ 0 (Tv)g



Finalmente,
L=TYDF" - DPT, = (DF" — DF)T, - T, =T, - T, x (VxF)=(VxF)-T, xT,. (6)

La ultima igualdad se sigue de que el producto caja no cambia ante permutaciones ciclicas en sus tres entradas.
Por eq. (5) v eq. (6) se sigue que

/ F.dgz/(vXF).TuxTvdudv:/vXF-da
oS D S
O

Teorema 3 (Gauss). Sea Q C R® conjunto Jordan medible de tipo IV y 0 la superficie cerrada y orientada
positivamente que acota a Q. Suponga F : R® — R® campo vectorial con derivadas continuas en 2, entonces

/ V- -Fdv= / F -ndo, n normal exterior a 0N
Q Fle)

Demostracion. Notemos que si escribimos explicitamente ambas integrales, tendremos

/V-de:/F17xdv+/ngyvar/Fg,Zdv
Q Q Q Q

/ F - Ndo = Fli'NdU+/ FQj'NdU+/ F3k - Ndo
o o0 o oN

La demostracién termina si probamos

/FLwd’U:/ Fli'NdS, /F27yd’l):/ FQj'NdS, /F37zd’l):/ ngNdS
Q o Q N Q N

Nos enfocaremos en probar la dltima de estas tres igualdades pues las demds se siguen por un método
andlogo. Como 2 es tipo IV, en particular es tipo I y con ello Q = {(xz,y, 2)|(z,y) € D z € [f(x,y),9(z,y)]}
donde D C R? es tipo I, II o TII. Con ello

g(z,y)
/ F3 dv :/ / Fs . dz | dydx
Q D f(=,y) (7)

- /D Fy(a,y, g(x,)) — Fy(a,y, f(z,y)] dyde

S, N

=
S
<y

X

Por otro lado, notemos que 02 = S; U Sy U L donde S; = graf g, So = graf f y L se puede pensar como
una vaya vertical cuya altura en cada punto (z,y) € 9D es g(z,y) — f(x,y). De hecho, si v(t) = (z(t),y(t))
con t € [to, t1] es la parametrizacién positiva de D entonces

L= {(x(t),y(t),sg(v(t)) + (1 = s) f(v())) | £ € [to, 1], s € [0, 1]}



con ello al derivar tenemos

/(1) 0 y'(1)
T, x y'(t) , Ty=10 Ty x Ts = | —2/(¢)
[sVg(v(t) + (1 = s)VF(v())] - 7'(1) 1 0

y por tanto D es una superficie vertical. Con ello, la integral
/ F3k-Ndo = Fg,k;-NdU—i—/ F3k~Nda+/F3k-Nda
o0 S1 Sa L

= ng’-Nda—i-/ F3k-Ndo,
S1 SZ

pues sobre L se tiene que N = T} x T,/||T; x Ty|| es ortogonal a k = (0,0,1)7. Ademés como 99 es una
superficie cerrada y orientada tenemos que

—Yxy — »]-T 1

Si: {(mwrgley) |y e D}, N= o0l N , do = \/1+ g2 + g2dady.
1493 +9; 1+ g2 + g2
(fmvfya_l)T -1

Sy: {(z,y, f(z,9) | (z,y) € D} N= 28 2

k~N:7 do’:
L+ f2+ f2 1+ f24 f2

Sustituyendo en cada una de las integrales tenemos

L+ f2+ f2dxdy

/ ngNdO':/ F3kNdO’+/ ng'NdCI’,
o0 S1 Sa

- / Fi(z,y, g(e,y))dedy + / ~Fy(y, () dudy
D D

:/ F37Zd’U,
Q

donde la dltima igualdad se tiene por (7). Con ello la prueba esta completa O



