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1. Resultados principales

Iniciamos esta seccién con un par de definiciones importantes para el desarrollo del tema.

Definiciéon 1. Sean a < b dos reales. La funcion £(-) : [0,1] — [a, b] dada por £(t) = (1 — t)a + tb se conoce
como combinacion convexa de a con by peso t.

El lector puede probar facilmente la siguiente afirmacion.
Lemma 1.1. Sea {(t) la combinacion conveza de a con b, entonces:
1. £ es una funcion biyectiva.
2. L € C*([a,b]) (tienen infinitas derivadas, todas ellas continuas en [a,b]).
3.Ut)—a=tb—a) y b—Al{t)=(1—-1t)(b—a)

Observa que el ultimo punto indica que #(t) parte en dos segmentos al intervalo [a,b], es decir [a,b] =
[a, £(t)] U [£(t),b] donde la distancia del primero es t-veces la distancia total, mientras que la distancia del
segundo es (1 — t)-veces la distancia total.

Definiciéon 2. Sea f : [a,b] — R. Decimos que f es una funcion conveza si dados z,y € [a,b] con = < y
tenemos

F(A =tz +ty) < (A=) f(x) +1f(y), (1.1)

para todo ¢t € [0,1]. Mas aun, si se mantiene la desigualdad estricta en ecuaciéon (1.1) para todo t € (0,1)
decimos que f es estrictamente conveza.

Definiciéon 3. Decimos que f es (estrictamente) concava si —f es (estrictamente) convexa.
El primer resultado muestra que una funcién convexa es continua.

Lemma 1.2. Sea f : [a,b] = R conveza (o concava), y zo € (a,b) tal que lim,_,,, f(x) existe entonces f es
continua en xg.

Demostracion. Asuma z € (a,b) tal que x # x¢ y f convexa. Por tricotomia sabemos que a < z < z¢g < b o
a < xg < x < b. Probaremos la afirmacion en el primer caso. Debido a que x € (a,zq) y o € (z,b) existen
s,t € (0,1) tales que x = (1 —t)a +txg y o = (1 — s)z + sb. Como la funcién es convexa tenemos

f(@) = fzo) < (X —1)f(a) + tf(z0) — f(w0) = (1 = £)(f(a) — f(z0))
f(@) = f(xo) = f(x) = (1 =) f(x) = sf(b) = s(f(x) — f(b))

por tanto:
s(f(z) = f(b)) < f(x) = fzo) < (1 = t)(f(a) — f(x0)) (1.2)

Si asumimos que x — xg entonces s — 0 y ¢ — 1 debido a las definiciones de s y ¢t. Con esto, las cotas para
f(x) — f(xo) en ecuacion (1.2) satisfacen que

lim s(f(x) — f(b)) = lim s < lim f(x) f(b)> =0
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lim (1 1)(f(a) = f(x0)) = lim(1 = £)(f(a) — f(z0)) =0
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Por tanto, concluimos que lim,_,,, f(x) = f(zp) y por tanto la funcién es continua en xy. La prueba del
segundo caso es andloga y omitiremos la prueba.
Si ahora asumimos f concava, sabemos que — f es convexa y por las lineas anteriores tenemos que — f es
continua en zy. Esto dltimo implica que f también es continua en zg
O

El siguiente resultado muestra que la grafica de f en un intervalo [£, 7] C [a, b] esta por debajo de la grafica
del segmento de recta que une al punto (&, f(£)) con (n, f(n)).
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Lemma 1.3. Sea f : [a,b] = R convera y asuma &,n € [a,b] tales que & < n. Con ellos defina I C R el
intervalo con extremos f(&) v f(n). St L:[§,n] = I es la funcion cuya grifica es el segmento de recta que

pasa por (&, f(§)) y (n, f(n)). Entonces f(x) < L(x) para toda x € [§,n].

Demostracion. Primero notemos que si z € [€, ] entonces © = (1 — t)§ + ¢n para algin t € [0, 1]. No es dificil

ver que ) ©
) = f(€ .
o) = T @ g+ pe¢
o en términos de t,
ol =g+ o) = LI (@ e -9+ 116 = - 0110 + 1)

como f es convexa tenemos

f@) = f(L=1)8+1tn) <A =0)f(§) +tf(n) = LA —1)§ +tn) = L(x)

Nota que si asumimos f concava, al aplicar el lema anterior a — f concluimos el siguiente corolario.

Corolario 1.4. Sea f : [a,b] = R concava y asuma &,n € [a,b] tales que & < n. Con ellos defina I C R el
intervalo con extremos (&) v f(n). St L:[§,n] = I es la funcion cuya grifica es el segmento de recta que

pasa por (§, f(€)) y (n, f(n)). Entonces f(x) = L(x) para toda x € [€, 7).

Teorema 1. Sea f : [a,b] — R continua y diferenciable en (a,b) tal que f' es creciente (estricto) en (a,b)
entonces [ es convexa (estricta). Conversamente, si [ es convexa (estricta) y tiene sequndas derivadas en

(a,b) entonces " >0 (f" >0) en (a,b).

Demostracion. Asuma § € (a,b) entonces & = (1 —t)a+tb para algin ¢t € (0,1). Nota que f(§) = (1—¢)f(§)+
tf(€); con estos dos resultados estimemos la diferencia entre f(£) y la combinacion convexa (1—t) f(a)+tf(b).

F&) = (A =t)f(a) =tf(b) = (1 = 1)(f(§) — f(a)) + t(f(§) — f(b))



Como f es diferenciable en (a,b), sabemos que:

f(&) = fla) = f'(m)(§—a)  paraalginn € (a§)
f) = f(&) = f'(m)(b—¢)  paraalgin i € (£,b)
usando estas ultimas dos desigualdades y el resultado 3 del lema 1.1 tendremos:
f©) =@ =t)f(a) = tf(b) =(L = t)f" (m)(§ — a) = tf'(n2) (b = &)
=1 = t)tf (m)(b—a) —t(L —t)f'(n2)(b - a)
=t(1=t)(b—a)(f'(m) — f'(n2))
Es decir

F(A=t)a—tb) — (L =t)f(a) = tf(b) =t(L = t)(b—a)(f'(m) — f'(n2)),  para algunos g <n2  (1.3)
Debido a que b > a y t € (0,1) tenemos t(1 — t)(b — a) > 0, entonces si f’ es creciente (estricto) tenemos

t
f'm) = f'(n2) <0 (o f'(m)— f'(n2) <0 para el caso creciente estricto) de donde concluimos

£ = a =) = (1= )f(a) — £ (1 {S 0 s es creciente

< 0 si f’ es creciente estricto

Por tanto f es (estrictamente) convexa si f’ es (estrictamente) creciente.
Para la segunda afirmacion notemos si f es convexa entonces

0> f((L—t)a—1tb) = (1 —-t)f(a) —tf(b). (1.4)

Ademaés, como f posee segundas derivadas, podemos volver aplicar el teorema del valor medio para f/(n) —
f'(n2) v obtener de ecuacion (1.3)

f(1=t)a—tb) — (1 —t)f(a) —tf(b) =t(1 —t)(b—a)(f'(m) — [ (n2))
=—t(1—t)(b—a)(m2 —m)f"(n)

Al juntar la ultima ecuacion con ecuacion (1.4) concluimos que

0<t(1—t)(b—a)(no—m)f"(n)

y como t(1 —t)(b — a)(ne — m) > 0 obtenemos f” > 0. El caso de convexidad extricta se sigue usando la
desigualdad estricta en ecuacion (1.4) O

Corolario 1.5. Sea f : [a,b] = R continua y diferenciable en (a,b) tal que f’ es decreciente (estricto) en
(a,b) entonces [ es concava (estricta). Conversamente, si f es concava (estricta) y tiene sequndas derivadas
en (a,b) entonces f"" <0 (f" <0) en (a,b).

Demostracion. Se siguie de aplicar el lema anterior a —f. O
Definicién 4. Sea f : [a,b] — R continua. Decimos que una funcién cambia de concavidad en € € (a,b) si f
es convexa (concava) para x < £y f es concava (convexa) para x > &.

Observa que la convexidad de una funcién f es independiente de la existencia de puntos criticos ya que en
ningtn momento se requirié que primero se anule la derivada para después revisar convexidad. El siguiente
resultado es aplicable para los puntos de inflexién (donde sucede que f'(§) = 0 = f”(z)). De hecho este
resultado habla cambio de concavidad en funciones a partir del comportamiento de la derivada.

Corolario 1.6. Sea f : [a,b] = R continua y dos veces diferenciable en (a,b). Si existe £ € (a,b) tal que [
tiene un extremo local en & entonces la concavidad de f cambia en .

Demostracion. Asuma que & € (a,b) es maximo de f’, por ser maximo local sabemos que existe § > 0 tal que
f'(x)>0 si0<&—z<$
') <0 si0<ax—€<96

Debido al Teorema 1.4 y el corolario 1.5 tenemos:

fesconvexa si0<&—xz<d
fesconcava si0<ax—&<0

y por tanto en £ la funciéon f cambia de convexa a concava.
Si ahora asumimos que £ € (a,b) es minimo local de f’ por un razonamiento anilogo concluimos que en &
la funcién f cambia de concava a convexa. O



A continuacion hacemos algunos ejemplos sobre convexidad. Para ello asumiremos como dominio al inter-
valo [a, ]
1. f(z) = mz 4+ d con m,d € R constantes es convexa y concava a la vez.
Sea t € [0, 1], entonces
f((L—=t)a+tb) =m((1 —t)a+tb) +d
=m((1 —t)a+tb) + (1 — t)d + td)
=(1 —t)(ma +d) +t(mb+d)
(1—1)f(a) +1f(b)

Como se mantiene la igualdad tenemos que f es concava y convexa a la vez.

2. f(z) = kx? es convexa para k > 0 y concava para k < 0.

Como f € C?([a,b]) podemos tomar la segunda derivada, de donde f”(z) = 2a, es decir f es convexa si
a > 0y concava si a < 0.

3. f(z) = e® es convexa.

x

Como f € C?([a,b]) podemos tomar la segunda derivada, de donde f”(x) = e* > 0 y por tanto es

convexa

4. f(z) =sinz es convexa en (—7,0) y concava en (0, 7).

Como f € C? podemos tomar la segunda derivada f”(z) = —sinz, de donde f”(z) > 0si x € (—,0)
y [ (x) <0siz e (0,7) de donde se concluye la afirmacién. De hecho notemos que f”(0) = 0, es decir
f’ tiene un punto critico en z = 0 al tomar la segunda derivada de f' (f"”(0) = —cos0 = —1 < 0)

concluimos que f’ tiene un maximo en x = 0 y por el corolario 1.6 tenemos que f cambia de convexa a
concava al pasar por x = 0.

5. f(x) = z(2? — a?) con x € Ry con a # 0 fija.
Por ser un polinomio, f € C*°(R) de donde f”(x) = 62 por ello f es concava en (—o0,0) y convexa
en (0,00). Ademas f’ tiene un minimo en z = 0 pues (f')’(0) = f”(0) = 0 pero (f')”(0) = f/(0) > 0
tenemos una transicién de concava a convexa en x = 0

fx) <0
punto de cambio "
x) <0
de concavidad Flx) p(::xzom?;::::m
(@) >0
(a) f(z) =sinzx (b) f(z) = x(z® — a?)
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