Caracterizacion de conjuntos cerrados y acotados.

En clase se prob6 que los conjuntos cerrados y acotados son de gran importancia en cédlculo, ya que las
funciones continuas tiene muy buenas propiedades sobre conjuntos de este tipo.

Definicién 1. Diremos que un conjunto A C R™ es compacto si para cada sucesion {x,} C A eziste una
subsucesion convergente {x,, } convergente a un punto en A.

Proposiciéon 1. A es compacto si y solo si A es cerrado y acotado.

Demostracion. Primero asuma que A es cerrado y acotado y {z,} C A. Es inmediato que la sucesién es
acotada y por tanto existe una subsucesién {z,,} C A convergente. Dado que A es cerrado (A = cl A), el
punto al que converge pertenece a A. Dado que la sucesién fue arbitraria, concluimos que A es compacto.

Ahora asuma que A es compacto. Primero probemos que A es cerrado, para ello procedemos por contra-
diccién y asumiremos que no lo es, entonces

A no acotado & -(3M € R*, tal queV =z, € 4, |lz|| < M)
& VM e RT3 z € A, tal que ||ap,|| > M

De esta forma tenemos una sucesién {z,,} C A conjunto compacto y por tanto existe {z,,, } convergente y
por construccién
||:Z?mk|| >my V keN.

Observe que esta ultima condicién contradice la convergencia de la subsucesién pues en clase se probd que
cualquier sucesion convergente es acotada. Dada esta contradicciéon concluimos que los compactos son aco-
tados. Ahora solo resta probar que A es cerrado. Por definicién sabemos que A C cl A, ahora tomemos un
punto = € cl A. En clase se probé por ser A acotado, existe una sucesién {x,} C A convergente a x, y como
A es compacto sabemos que existe una subsucesién {x,, } convergente an un punto en A, y como {x,} es
convergente a x, concluimos que = € A. Por tanto A =cl A O

Definicién 2. Sea A C R" y {U;}2, una coleccion de conjuntos abiertos en R™. Decimos que {U;} es una
cubierta abierta de A C R" si

=1

Ademds diremos que existe una subcubierta abierta finita de A si existen iy,is, - ,i;m € N tal que

AC OUH

j=1

Lemma 1. Sea A C R" compacto y {V;} una cubierta abierta y creciente (V; C Vip1) de A, entonces existe
N € N tal que

N
AcC UV;.
i=1

Demostracion. Procedemos por contradiccién, por ello asumiremos que para cada N € N A ¢ UlNlei; es
decir existe una sucesién {x;} C A tal que para cada i € N z; ¢ V;. Observe que lo mejor que puede pasar es
que el siguiente elemento de la cubierta, es decir V;;1, tenga a lo més los primeros ¢ elementos de la sucesiéon
{z;} pero no el (i + 1)—ésimo elemento. Por tanto cada elemento V; contiene un ntimero finito de elementos
de la sucesién {z;}.

Por otro lado, dado que {z;} C A que es compacto, existe una subsucesién {z;, } convergente a xy € A.
Como {V;} es cubierta abierta de A, existe un conjunto abierto V; que contiene a xg. Por ser abierto, sabemos
que existe r > 0 tal que xg € B,(xg) C Vi, y como la subsucesién {z;, } es convergente a o existe un nimero
infinito de elementos de dicha subsucesién que pertenecen a B,.(zg) C Vp; ello contradice que todo elemento
de la cubierta tiene a lo més un conjunto finito de elementos de la sucesién y la prueba esta completa. O



Otra caracterizacion de los conjuntos acotados fue dada por Heine y Borel. Esta caracterizacion de com-
pacidad es la adecuada para espacios méas generales que R™.

Teorema 1. Sea A C R"™ compacto si y solo si para cada cubierta abierta {U;} de A existe una subcubierta
finita de A.

Demostracion. Primero asuma A compacto y {U;} una cubierta abierta de A. Para cada j € N defina al
conjunto V; = U_,U;. Es claro que {V;} es cubierta abierta y creciente de A, por el lema anterior se sigue
que existe N € N tal que A C ujilvj y como

N
AclUw
j=1

concluimos la existencia de la subcubierta finita de A.

Ahora probaremos que si A satisface que para cualquier cubierta abierta {U;} de A existe una subcubierta
finita, entonces A es compacto. Para ello considere la cubierta {B;(0)}52,, dado que A C R" = U2, B;(0), se
sigue que {B;(0)} es cubierta abierta de A, por tanto existen indices iy,42," - ,im tal que

7 N
JUuv=Uu

1i=1 =1

I
H CZ

m
Ac B, 0
j=1
Entonces escogiendo M = méx{i1,i2, - ,im}, se sigue que A C Bjs i.e. A es acotado. Para probar que es

cerrado probaremos que A€ es abierto. Sea x € A°. Es claro que A C R™"\ {z}, ademéds como x = N2, Bl/i(a:o),
por propiedades de conjuntos tenemos

C8

ACR"\ {z} = R"\(]Buzx@

1=1 i

(R™\ By i(x0)) LJ

1

Observe que cada uniendo es abierto pues es el complemento de un conjunto cerrado. Es decir hemos construido
una cubierta abierta de A, y por hipdtesis existen indices 41,12, , 4, tal que

U (R™\ By, (z0)) CR™\ By/r(x0) = Bf/f(fl?o)-

Donde I = méx{iy,i2, - ,im}, ( esto es inmediato pues Bl/i], (zo) son bolas concéntricas y estamos analizan-
do el complemento de dichas bolas). Usando propiedades de conjuntos (es decir, quitando los complementos)
tenemos que A D BI/I(JUO) D Byi(xo) y por tanto la bola abierta de radio 1/1 y centro en xq estd comple-
tamente contenida en A°. Por la arbitrariedad de & € A®, concluimos este conjunto es abierto y por tanto A
es cerrado. O



